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Miizik, belli bir ama¢ ve yontemle, belirli bir giizellik anlayisina gore islenerek
birlestirilmis seslerden olusan estetik bir biitiindiir. Johann Sebastian Bach (1685-1750),
Barok donemde yasamis miizik tarihinin en Onemli bestecilerinden biridir. Bach’in

Makale Gegmigi:

Bagvuru  01.10.2019 besteledigi iki ve ii¢ sesli envansiyonlar, gogunlukla egitime yoneliktir. Bulus anlamina
Kabul 02.05.2020 gelen “envansiyon” olgusu, bestecinin her eserinin yapisal 6zelliklerinde gizlidir. Bu

caligmanin amaci, Bach’in egitim amacli yapitlarindan BWV 784 la mindr iki sesli
Anahtar Kelimeler: envansiyonunun  matematiksel  kodlama yoluyla geometrik  modellemesinin
1.S.Bach miizik olusturulmasidir. Segilen eserin ses ylikseklik ve siire degerleri matematiksel olarak
matemati‘ K, ' kodlanmis, daha sonra ¢oklu regresyon analizi yapilarak uygun model bulunmustur. Bu

analizin sonucunda elde edilen regresyon denklemi ile eserin geometrik modellemesi
olusturulmustur. Bu denklemin, cebirsel, trigonometrik, ters trigonometrik ve iistel
fonksiyonlarin kombinasyonundan meydana geldigi goriilmiistiir.

matematiksel kodlama,
geometrik modelleme.

GEOMETRIC MODELING OF J.S.BACH’S MUSICAL EXERCISE,
INVENTION IN A MINOR, BWYV 784
Abstract

Music is an aesthetic whole composed of sounds combined with a certain purpose and
method and processed according to a certain understanding of beauty. Johann Sebastian
Bach, who lived in the Baroque period, was one of the most famous organists. Bach's Two-
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equation. This equation consists of a combination of algebraic, trigonometric, inverse

geometric modeling. trigonometric and exponential functions.

1. GIRIS
Miizik s6zciigii, eski Yunan'da sanatin esin tanrigalari olduguna inanilan Muse'larin
adindan tiiretilmistir. Bununla birlikte o donemde mousike sozciigli, Muse'larin korumasi
altindaki her sanat ya da bilim dali i¢in kullanilan genel bir terim olarak tanimlanmaktadir

(Mann & Newsom, 2000). Miizik, en temel ogesinden en karmasik ogesine kadar, cesitli

matematiksel yapilart icermekte olup, miizik ile matematik pek ¢ok acidan birbiriyle iligkili iki
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disiplindir. Miizik, belli bir ama¢ ve yontemle, belirli bir giizellik anlayisina gore islenerek
birlestirilmis seslerden olusan estetik bir biitiindiir (Ugan, 1994). Miizik; hem bir sanat, hem de
bir bilimdir. Seslerin en giizel sekli miizik ile hayat bulmaktadir. Matematik ise, diigiinsel
bilginin yetkinligini ve dogrulugunu arastirmasina paralel olarak, estetik olarak da duyusal
bilginin dogrulugunu, yani giizelligi arastirmaktadir. Matematikg¢iler i¢in matematigin
dogasinda bulunan giizellik ¢ok dnemlidir ve buna matematigin estetigi denilir. Perspektif,
oran, simetri, diizen, harmoni her kosulda 6l¢iilebilirdir. Sanatin da 6l¢iilebilir yanlar1 vardir ve
matematiksel olarak ifade edilen simetriyle doganin sayilarini barindirir. Bu kavramlar
matematigin estetigini olusturmaktadir. Sanatin ve bilimin temeli olan perspektif, oran, sekiller
ve simetrilerin incelenmesinde matematigin ilkeleri kullanilmaktadir. Bu nedenledir ki
matematik kurallarmin kullanilmast sadece yararli degil, ayn1 zamanda bir zorunluluktur

(Atalay, 2006).

Miizik ve matematik iizerine ilk akademik ¢alismalarin MO 6. yiizyilda Yunan filozof
ve matematik¢i Pisagor ile basladigi diistinlilmektedir. Pisagor’un seslerin frekanslar
arasindaki ¢esitli sayisal oranlar1 kesfiyle ortaya koydugu sesler arasindaki iligkilerin sistematik
yapist, miizik kuraminin da temelini olusturmaktadir (Riedweg, 2005). Giinlimiize kadar bir¢ok
filozof, matematik ve miizik insani tarafindan bu iki disiplin arasindaki iligki iizerine
arastirmalar yapilmis, miizigin matematiksel yapisi anlasilmaya calisilmistir. Genellikle,
araliklar, diziler (diyatonik, kromatik vd.) ritim, 6l¢ii, form, melodi, akorlar, oktav esdegerligi,
doguskanlar, tin1, akustik, esit aralikli ses sistemi ve akordun alternatif yontemleri gibi bazi

miiziksel kavramlarin matematiksel olarak izah1 yapilmistir (Wright, 2009).

Birgok miizik aletinin bigiminin de matematiksel kavramlarla ilgili oldugu
bilinmektedir. Ornegin; telli ya da iiflemeli galgilarm bi¢imleri x > 0 ve y = 2x iistel egrinin
grafigine benzer. Miizikal seslerin niteliginin incelenmesi 19. yy.da matematikg¢i J. Fourier
tarafindan yapilmistir. Fourier, miizik aleti ve insandan c¢ikan biitiin miizikal seslerin
matematiksel ifadelerle tanimlanabilecegini ve bunun da periyodik siniis fonksiyonlar: ile
olabilecegini ispatlamistir (Orhan, 1995). Piyano tuslar1 Italyan matematik¢i L. Fibonacci’nin
olusturdugu Fibonacci dizisi (1,1,2,3,5,8,13,21,34,...) ile miizik arasindaki baglantinin gorsel
aciklamasina olanak saglar. “Klavyedeki bir oktav, biri digerinden daha yiiksek olan iki nota
arasindaki miiziksel aralig1 temsil eder. Yiiksek olan notanin frekansi, diisiik olanin iki katidir.
Klavyede bir oktav, 5 siyah ve 8 beyaz tus olacak sekilde boliiniir, toplamda 13 tus vardir. Bes
siyah tus biri ikili biri {iclii olmak {izere iki gruba ayrilir. 2, 3, 5, 8 ve 13 birer Fibonacci

sayisidir. Oktav formundaki on ii¢ nota Bat1 miizigindeki en popiiler araliklar olan kromatik
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diziyi olusturur. Kromatik dizi, 5 notali pentatonik dizi ve 8 notali diyatonik diziden 6nce gelir
(Bakim, 2014). Ornegin, biiyiik altili, sirasiyla do ve la notalarindan olusur, saniyede 264 ve
440 titresim yaparlar, 264/440 = 3/5 bir Fibonacci oramidir. Bir kiiciik altil araligi, mi ve do
notalarindan olusur ve saniyede 330 ve 528 titresim yaparlar 330/528= 5/8 Fibonacci oranidir

(Koshy, 2001).

Fibonacci dizisinde ardisik iki saymin orani olarak yaklasik ¢=1,61804 olan degerine
altin oran denilir. Altin oran uyum ve giizellik 6l¢iitii olarak sanat ve estetigin bir dl¢itiidiir.
Altin oran insan tasarimindan kaynaklanmadan, dogada var olan biyolojik bir gercektir ve
mizikte kullanildigr bilinmektedir. “Miizik aletleri de ¢ogunlukla ¢ sayisi temel alinarak
yapilir. Keman tasariminda oldugu gibi yiiksek kalitedeki ses telinin tasariminda da Fibonacci
Sayilart ve ¢ kullanilmistir. Ayrica birgok iinlii bestecinin (Mozart, Beethoven, Bach, Chopin,
Béla Bartok, vd.) eserlerinde Fibonacci Dizisi ve Altin Oran’1 kullandig1 varsayilmis ve ispat
edilmeye calisilmistir. Ornegin Mozart i sonatlarinda (No1.K.279, No2.K.280, No7.K.309,
No10.K.330, No15.K.545, No16.K.570) altin oran1 kullandig1 ispatlanmistir. Bunun yaninda,
Fibonacci dizisini bilingli olarak kullanan ve bunu belirten besteciler de bulunmaktadir

“(Lehmann ve Posamentier, 2007).

Fransiz filozof, matematik¢i ve miizik kuramcisi olan M. Mersenne, sesin armoniklerini
kesfetmis ve alti armonik orani agiklamistir. Ayrica armonik ve armonik olmayan sesler
arasindaki iligskiyi tanimlamis ve 1720 yilinda “Treatise on Harmony” adli makalesinde uyum
teorisini yaymlamistir. 18. ylizyilin baglarinda B. Taylor titresim dizilerini arastirmaya
baslamistir. Taylor, baslangi¢ kosullarini saglayan bir dizi titresimi temsil eden bir diferansiyel
denklem bulmus ve bu denklemin ¢6ziimiiniin bir siniis egrisi oldugunu géstermistir (Devlin,
2000). Aynit donemin matematik bilim insanlari olan D. Bernoulli ve L. Euler miizik ve
matematik hakkinda bir¢ok calismalar yapmislardir (Bilal v.d. 2015). D'Alembert ve L. Euler
gibi matematikgiler, titresim dizisini bir diferansiyel denklem olarak ifade etmisler, J.B. Fourier

ise titresim dalgalarini trigonometrik fonksiyonlar1 kullanarak tanimlamistir (Eberhard, 2008).

Miiziksel sesleri giirtiltiiden ayiran Ozellik, bu seslerin ayirt edilebilir bir perde
verebilme Ozelliginin olmasidir. Perde, sesin tizlik derecesine iliskin bilgiyi gosteren
parametresidir (Bakim, 2014). Bir sese iligkin bir perdenin algilanabilmesinin 6l¢iitii ise o sesin
periyodik (stireli) olma derecesidir. Miiziksel bir ses, zamana bagl bir periyodik fonksiyon
olarak diistiniilebilir. Yani, -co<t<oo ve m€Z i¢in formiil g(t+mT 0 )=g(t) dir. Sekil 1, periyodu
T_0 olan periyodik bir sesi, dikey eksen de siddetini gostermektedir (Bora, 2002). Insanoglunun

duyma ve duydugu sesi taklit edebilme yetenegi ile kulaga melodik, giizel gelen isitsel

328



R. Erol Demirbatir ve ark. / Uludag Universitesi Egitim Fakiiltesi Dergisi, 2020, 33(2), 326-345

dizilimlerden elde edilen miizik belli temel kavramlara dayanmaktadir. Bu temel kavramlar ise
ilk agsamada klasik miizik teorisi ve terminolojisi ile agiklanabilmektedir. Ayn1 gorsel olarak
dogadaki karmasik formlar gibi, miizik de isitsel alginin ¢ok ¢esitli karmagik yapilarinin
formudur. Fraktal, belirli bir matematiksel formiil igerisinde kendini tekrarlayan form olarak
tanimlanmaktadir (Beytekin, 2015). Fraktal geometrisi ise dogada var olan bigimlerin karmasik
formlarina karsilik matematiksel bir agiklama getirmektedir. Beytekin (2015), Fraktal Geometri
algoritmas1 mantigint modern caz teorisine uygulayarak ritim olgusunu karistirmadan armoniler
iizerinden analiz yapmis ve caz akorlarinin gorsel modellerini olusturmustur. Olusturulan

modeller arasinda tasarim siirecleri, psikolojik algilanma siirecleri arasinda baglant1 kurmustur.

Gilinlimiizde diinyada miizik matematik iligkisini geometrik modelleme yoluyla
inceleyen calismalara rastlanmakla birlikte, heniiz iilkemizde bu tiir calismalarin kiigiik
olgeklerde yapildigi goriilmektedir. Giilsoy, Giiney ve Ozdamar (2013), Beethoven’in "Vierte
Symphony, Op. 60" eserini matematiksel kodlama sistemi ile kodlamis ve kullandiklari
regresyon analiziyle Minkowski uzaymnda bir hiperyiizey, bir baska calismada ise,
Beethoven’in “Fur Elise” adli eserini bir manifold olarak bulmuslardir. Demirbatir, Yagc1 ve
Ezentas (2018)’in, Uluslararas1 Necatibey Egitim ve Sosyal Bilimler Arastirmalar
Kongresi’nde sunduklari galismada, A. Adnan Saygun’un “Inci” adl1 piyano eserinin geometrik
modellemesi olusturulmustur. Segilen eserin ses yiikseklikleri ve siire degerlerine gore
matematiksel kodlamasi yapilmis, regresyon analizi yapilarak ii¢ boyutlu regresyon modeli elde
edilmistir. Bu regresyon modelleri igerisinde sag el ve sol el partileri i¢in eserin melodik
cizgilerini olusturan ii¢ boyutlu geometrik modelin denklemlerinin siniis fonksiyonuna bagl

oldugu goriilmiistiir.

Johann Sebastian Bach (1685-1750), diinyaca iinlii Alman barok miizik bestecisi ve
orgcusudur. Bach, koklii Alman stillerini dzellikle Italya ve Fransa gibi dis iilkelerden aldig:
ritimlerin, formlarin ve yapilarin adaptasyonu ve kontrpuan, armoni, miizikal motiflerin
organizasyonundaki ustalifiyla gelistirmistir. Bach’in besteleri Brandenburg Kongertolari,
Goldberg Varyasyonlari, Si minor Missa, 2 Cile ve 200 tanesi giiniimiize kadar ulasmis 300°den
fazla kantatayr kapsamaktadir. Bach’in miizigine, teknik hakimiyeti, artistik giizelligi,
entelektiiel derinligi sayesinde biiyiik saygi duyulmustur. Bach 19. yy.’da miiziginin tekrar
calinmaya baglamasi ve ilginin tekrar canlanmasina kadar kendi doneminde biiyiik bir besteci
olarak bilinmemis; ancak giiniimiizde en biiyiik bestecilerden biri olarak kabul edilmektedir
(tr.wikipedia.org).
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Envansiyon ‘bulug’ anlamina gelmektedir. Kisa bir form tiirli olarak envansiyon,
kontrpuan bigiminin 6zglirce islenmesi ile bestelenir. Kontrpuan yontemiyle yazilan biiyiik flig
formunun hazirlayicisi olarak tanimlanabilir. Her biri farkli yapida olan envansiyona taklitli
yazi hakimdir. Envansiyon formunda birden fazla motif, ara miiziklerle tonal iligkileri ve
gecisleri kurar. Feridunoglu (2004) *na gére envansiyon, bir miizikal fikrin veya motifin serbest
kontrpuan kurallarina gore islenmesidir. Bu kisa form Bach’la doruga ulagsmistir. Polifonik
tiiriin en sade ve gevsek dokudaki yazisi olan envansiyonda motifin islenmeye uygun yapida ve
tonaliteyi belirtecek niteliklere sahip olmasi gerekir. Motif, her ses partisinde tekrarlanir ve
taklit edilir. Motifle birlikte kontrpuntal bir eslik partisi vardir. Motifin bulunmadig: yerlerde

ara miizigi yer alir.

Bach’in Kéthen yillarinda (1723) besteledigi iki ve li¢ sesli envansiyonlar, cogunlukla
egitime yoOneliktir. Bu envansiyonlar, “Aufrichtige Anleitung” (Dogru Y 6nlendirme) basligiyla
30 ayn1 parcadan olusmaktadir. Parcalar, teknik becerinin gelisimi icin bestelenmistir.
“Envansiyon kolay bir bi¢gim olarak goriinse de aslinda gelecek zor eserlere hazirlik olarak
tasarlanmistir. Bu pargalarin 15’1 iki sesli, 15°i ise ii¢ seslidir. Iki ve ii¢ sesli envansiyonlarda
tonalite diizeni aynidir ve do majér-do mindr; re major-re mindr; mi bemol major- mi mindr; fa
major-fa mindr; sol major-sol mindr; la major-la mindr; si bemol major-si minér dizilimiyle
yazilmistir” (Biike, 2005). Eserler incelendiginde her birinin ¢ok farkli bir yapiya sahip oldugu
goriiliir. Her pargada motiflerin, ara miiziklerin ve tonal iligkilerin olusturdugu kurgu
birbirinden farklidir. Envansiyon olgusu, ¢alma teknigindeki buluslarla sinirli kalmayip, sanki
her parganin yapisal Ozelliklerinde de gizli gibidir (Biikke ve Altinel, 2006). Cokseslilik
(polifoni), kanonik yapi, birden fazla siisleme ve motifin eszamanli yer almasi, bestecinin tislup

ozelligini ortaya koymaktadir.

Miizik eserlerinin matematiksel boyutta kodlanip incelenmesi, bilgisayar destekli
yazilimlar aracilifiyla eserlerin analizlerinin yapilmasi, farkli yaklagimlarin tiretilmesi ve
disiplinler arasi ¢alisma olanaklarinin saglanmasi bakimindan yararli goriilmektedir. Bu
anlamda soyut boyutta olan seslerin geometrik ortama aktarilarak somut hale dontistiiriilmesi,
eserleri olusturan seslerin yiikseklik ve siire degerlerinin farkli kombinasyonlarda ele alinarak
yapisal analizlerinin gergeklestirilmesi ¢alismalar1 yenilik¢i bir yaklasim olarak goriilmektedir.
Bu bakis agisiyla calismanin amaci; J.S. Bach’in egitsel amagla yazilmis eserlerinden BWV
784 la mindr iki sesli envansiyonunun matematiksel kodlama yoluyla geometrik

modellemesinin olusturulmasidir.
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2. YONTEM

Bu c¢alismada J.S. Bach’in BWV 784 la minor iki sesli envansiyonunun nota ses
yiikseklikleri ve ses siirelerinin matematiksel kodlamalar: ile regresyon analizi yapilarak en
uygun geometrik model bulunmaya calisilmistir. “Regresyon analizleri, bagimli bir degisken
ile bagimh bir degisken {izerinde etkisi oldugu varsayilan bagimsiz degiskenler arasindaki
iligkinin matematiksel bir model ile agiklanmasinda kullanilir. Regresyon analizlerinde bir ya
da daha fazla degiskenin (¢oklu regresyon) bagka bir degisken iizerindeki etkisi ve yonii
incelenmektedir. Regresyon analizlerinde bagimli ve bagimsiz degiskenlerin belirlenmesi
onemlidir” (Bayram, 2004). “Bagimli degiskendeki toplam degismenin yiizde kacinin bagimsiz
degiskenler tarafindan aciklandigini bulmak igin regresyon analizinde R2 degerinden
yararlanilir. Bu deger tiim degiskenlerin birlikte agikladiklar1 varyans oranini verir. R2 degeri
0 ile 1 arasinda deger alir. Deger 0’a yaklasirsa, modelin veriye uyum gdstermedigi veya
bagimsiz degiskenlerin, bagimli degiskendeki degismeyi aciklayamadigi, 1’e yaklasirsa
bagimli degiskendeki degismenin, bagimli degiskenler tarafindan iyi aciklandigini gosterir.
Ayrica kurulan regresyon modelinin anlamliligint smmamak i¢in F (ANOVA) testinden

yararlanilir” (Bayram, 2004).

Coklu dogrusal regresyon analizinde, farkli 6lgme birimleri ve varyanslara sahip
bagimsiz degiskenlerin bagimli degiskene ait goreli onemlerini belirlemede standardize edilmis
regresyon katsayilari olan beta degerleri kullanilir. Standardize Beta degeri, s6z konusu
degiskenler arasindaki korelasyonu ifade etmektedir. F ve p degerleri kurulan regresyon
modelinin anlamlilik diizeyini ortaya koymaktadir (Bayram, 2004). Coklu regresyon analizi,
bagimsiz degiskenler tarafindan bagimli degiskende agiklanan toplam varyansin yordanmasina,
aciklanan varyansin istatistiksel olarak anlamliligina ve bagimsiz degiskenlerle bagimh
degisken arasindaki iliskinin yoniiyle ilgili olarak yorum yapabilmeyi miimkiin kilmaktadir

(Biiytikoztiirk, 2002).

Bu calismanin verileri, belirlenen eserin sag ve sol el partilerinin nota ses ytikseklikleri
ve ses degerlerinin kodlanmasiyla elde edilmistir. Sag ve sol el partilerine gore eseri olusturan
ses ylikseklik degerlerinin dagilim tablosu Tablo 1 ile Tablo 2’de ve eserin ses siire degerlerinin

frekans tablosu ise Tablo 3 ile Tablo 4’te verilmistir.
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Tablo 1
Sag el partisini olusturan ses yiikseklik degerlerinin dagilimi
Ses Yiikseklik Degerleri Frekans Yiizde
-6 1 0,3
-4 1 0,3
-3 4 1,8
-1 2 2,4
0 22 6,7
1 7 2,1
3 5 2,5
4 2 0,6
5 21 6,4
6 8 2,4
7 5 1,5
8 12 3,6
9 10 3,0
10 30 9,1
12 35 10,6
13 41 12,4
14 2 0,6
15 37 11,2
16 4 1,2
17 33 10,0
18 13 3,9
19 7 2,1
20 15 45
21 1 0,3
22 6 1,8
23 1 0,3
24 3 0,9
25 2 0,6
Toplam 330 100

Tablo 1 incelendiginde sag el partisine ait ses yiiksekliklerinin tanim araligi [-6, 25] ve
en ¢ok kullanilan seslerin 13 (%12,4), 15 (%11,2), 12 (10,6) ve 17 (%10,0) iken, en az
kullanilan seslerin -6, -4, -3, 21, ve 23 (%.0,3) oldugu goriilmiistiir. Eserin sag el partisinde 32
adet ses kombinasyonu olusturularak toplam 330 nota kullanilmistir. Tabloda ayni1 zamanda

seslerin tekrar etme ylizdeleri yer almaktadir.
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Tablo 2
Sol el partisini olusturan ses yiikseklik degerlerinin dagilimi
Ses Yiikseklik Degerleri Frekans Yiizde

-22 2 0,7
-21 2 0,7
-20 4 1.4
-19 2 0,7
-17 4 1,4
-16 4 1,4
-15 10 3,6
-13 12 4,3
-12 12 4,3
-11 1 0,4
-10 10 3,6
-9 1 0,4

-8 23 8,2

-7 7 2,5

-6 8 2,9

-5 17 6,1

-4 10 3,6

-3 26 9,3

-2 2 0,7

-1 22 7,9

0 13 7,9

1 29 10,4

2 1 0,4

3 17 6,1

4 2 0,7

5 20 7,2

6 5 1,8

7 5 1,8

8 6 2,2

9 1 0,4

10 1 0,4
Toplam 279 100

Tablo 2 incelendiginde sol el partisine ait ses yiiksekliklerinin tanim araligi [-22, 10] ve
en ¢ok kullanilan seslerin 1 (%10,4), -3 (%9,3) ve -8 (8,2) iken, en az kullanilan seslerin -9, 2,
9 ve 10 (%.0,4) oldugu goriilmiistiir. Eserin sol el partisinde 33 adet ses kombinasyonu
olusturularak toplam 279 nota kullanilmistir. Tabloda ayni zamanda seslerin tekrar etme

ylizdeleri yer almaktadir.

333



R. Erol Demirbatir ve ark. / Uludag Universitesi Egitim Fakiiltesi Dergisi, 2020, 33(2), 326-345

Tablo 3
Sag el partisini olusturan ses stire degerlerinin frekans tablosu
Nota Ses Degerleri Frekans Yiizde
4 268 81,2
8 58 17,6
16 4 1,2
Toplam 330 100

Tablo 3 incelendiginde eserin ses siirelerinin tanim aralig1 [4, 16] ve en ¢ok kullanilan
nota ses siire degeri 4 (%81,2) iken, en az kullanilan ses siire degeri ise 16 (%1,2) oldugu
gorilmiistiir. Miiziksel ifadeyle eserin sag el partisinde en ¢ok onaltilik nota degeri

kullanilmistir. Bunu sekizlik ve dortliik nota stire degerleri takip etmektedir.

Tablo 4

Sol el partisini olusturan ses siire degerlerinin frekans tablosu

Nota Ses Degerleri Frekans Yiizde
4 167 598
8 109 39,1
16 2 0,7
32 1 0,4
Toplam 279 100

Tablo 4 incelendiginde eserin ses siirelerinin tanim aralig1 [4, 32] ve en ¢ok kullanilan
nota ses siire degerleri 4 (%59,8), 8 (%39,1) iken, en az kullanilan ses siire degerleri ise 32
(%0,4) ve 16 (%0,7) oldugu goriilmiistiir. Miiziksel ifadeyle eserin sol el partisinde en ¢ok
onaltilik ve sekizlik nota degerleri kullanilmistir. Dortliik ve ikilik siire degerlerine de yer

verilmistir.

3. BULGULAR

Tablo 1, 2, 3 ve 4’ de verilen eserin partilerine gore, nota ses yiikseklikleri (x) ve nota
ses degerleri (y) bagimsiz degiskenleri olarak alindiginda; bagimli degisken olan kiimiilatif
zaman degiskenini iliskilendirmek amaciyla matematikte en ¢ok bilinen ve karsilagilan cebirsel,
istel, logaritmik, trigonometrik, ters trigonometrik, hiperbolik fonksiyonlar ile istatistiksel
olarak anlamliligin1 bulmak i¢in ¢oklu regresyon analizi yapilmistir. Eserin ses ylikseklikleri ve
nota siire degerleri ile ilgili regresyon analiz tablolar1 asagida verilmistir. Bagimli degiskendeki
toplam degismenin ylizde kaginin bagimsiz degiskenler tarafindan agiklandigini bulmak i¢in
regresyon analizinde R2 degerlerine bakilmistir. Eserin Sag el partisine gore nota ses

yiikseklikleri ve siire degerlerinin regresyon modeli Tablo 5’de verilmistir.
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Tablo 5
Sag ele gore regresyon modelleri
Model R R? Diizeltilmis R? Std. Tahmini Hata
1 0,542 0,294 0,289 393,224
2 0,577 0,332 0,326 382,977
3 0,585 0,342 0,333 380,925

Tablo 5°te regresyon analizi sonucunda 3 model olusturulmustur. 3. modelin R2 degeri
0,342 oldugundan tercih edilmistir. Bu modele gore bagimli degiskenin %34’ oraninda modele
giren bagimsiz degigkenler tarafindan acgiklandigir ifade edilmektedir. Bu verilere gore

olusturulan ANOVA tablosu Tablo 6’da verilmistir.

Tablo 6
Sag el partisine gore nota ses yiikseklikleri ve nota siire degerleri: ANOVA tablosu
Varyansin Kaynagi S.S Kareler Toplam1  Kareler Ortalamas: F p
Regresyon 4 22821362,0 5705340,5
Resudial 303 43966676,7 145104,5 39,319 0,000
Total 307 66788038,8

ANOVA tablosu kurulan regresyonun modelinin anlamli oldugunu gostermektedir
[F/1,329)= 39,319, p=0,000<0,05]. Secilen modelin yordayip yordamadigini belirlemek

amaciyla yapilan ¢oklu regresyon analizi Tablo 7°de verilmistir.

Tablo 7

Sag el partisine gore modelin yordanmasina iligkin ¢oklu regresyon analizi

Model B Std. Hata Beta VIF t p
Sabit 844,799 91,891 9,194 0,000
sin(2Y) 25,543 2,687 0,449 1,025 9,507 0,000
(11y®) 19648,420 4139,222 0,224 1,021 4,747 0,000
arctan(x) -25,849 50,324 -0,206 1,014 -4,389 0,000
tan(10x) -13,855 6,695 -0,097 1,014 -2,069 0,039

R=0,585, R?=0,342, F=39,319, p=0,000

Tablo 7’de modelin yordanmasina iliskin ¢oklu regresyon analizi sonuglari
incelendiginde, sin(2Y), (1/y®), arctan(x), tan(10x) fonksiyonlar ile model arasinda anlamli bir
iligkinin oldugu anlasilmaktadir. Bu fonksiyonlar olusturulan modelin yaklasik %34’{inii
aciklamaktadir. Standardize edilmis regresyon katsayisina gore yordayict degiskenlerin model
iizerindeki goreli 6nem sirasi; sin(2Y) (B=0,449), (1/y°) (B=0,224), arctan(x) (p=-0,206),
tan(10x) (B=-0,097)’dir. Regresyon kat sayisinin anlamliligina iligkin t testi sonuglarina
bakildiginda, sin(2Y), (1/y®), arctan(x), tan(10x) fonksiyonlarinin model iizerinde 6nemli bir

etkisinin oldugu anlasilmaktadir. Bagimsiz faktorler arasinda Varyans Artig Faktori (VIP)
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336egerleri sin(2Y) (1,025<3), (1/y®) (1,021<3), arctan(x) (1,014<3), tan(10x) (1,014<3)

olduklar1 i¢in aralarinda ¢oklu dogrusal baglanti olmadig1 saptanmustir.
Bu analiz sonucunda sag el partisinin nota ses yiikseklikleri = x ve nota siire degerleri
=y bagimsiz degiskenlerine karsilik gelen kiimiilatif zaman z=f(x,y) bagimli degiskeni;

z(X,y) = a; + a,sin(2Y) + a3 (1/y3) + a4 arctan(x) + as tan(10x)

denklemiyle iliskilendirilmistir. Bulgulara gore eserin melodik ¢izgileri, sin(2Y), (1/y®),
arctan(x), tan(10x) egrileri ile temsil edilmistir. Bu verilere gore regresyon modeli
2(x,y) = 844,799 + 25,543 sin(2”) + 19648,420 (1/y3)
— 25,849 arctan(x) — 13,855 tan(10x)
denklemi ile elde edilmistir.

Elde edilen regresyon denkleminin 3 boyutlu geometrik modeli, genel amagh
matematiksel problem c¢oziim yazilimlart i¢cinde matematiksel hesaplama, programlama,
modelleme yazilimi olarak diinyaca en gilivenilen yazilimlardan biri olan Maple 13 kullanilarak

cizdirilmis ve Grafik 1’deki yiizey olusturulmustur.

Grafik 1

Sag el partisine gore eserin geometrik modeli

1
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Grafik 1’de eserin nota ses yiikseklikleri ve ses degerlerine bagli olarak c¢izdirilen
geometrik model; cebirsel, iistel, trigonometrik ve ters trigonometrik egrilerin olusturdugu ¢
boyutlu ylizeyi meydana getirmistir. Eserin notasyonu incelendiginde temanin birinci oktavda

basladig1 ve B temasindan itibaren ikinci oktava ulagan tiz rejisterlerin kullanimiyla daha genis
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bir hacme ulasildig1 goriilmektedir. Bu durum, isitsel ve gorsel boyutta eser ile geometrik

modelinin uyumunu gostermektedir.

Eserin sol el partisine gore nota ses yiikseklikleri ve siire degerlerinin regresyon modeli

Tablo 8’de verilmistir.

Tablo 8
Sol el partisine gére regresyon modelleri
Model R R? Diizeltilmis R? Std. Tahmini Hata
1 0,326 0,106 0,103 421,356
2 0,353 0,125 0,118 417,761
3 0,474 0,224 0,130 414,955

Tablo 8’de regresyon analizi sonucunda 3 model olusturulmustur. 3. modelin R2 degeri
0,224 oldugundan tercih edilmistir. Buna gore, sol el partisi nota ses yiikseklikleri (x) ve nota
ses degerleri (y) bagimsiz degiskenleri olmak iizere tan(3y), cos(3x) ve sin(3x) fonksiyonlarin
kombinasyonu olan bagimli degiskenlerinin degisimin % 14 modele giren bagimsiz degiskenler
tarafindan agiklandigini ifade etmektedir. Bu verilere gore olusturulan ANOVA tablosu Tablo

9’da verilmistir.

Tablo 9
Sol el partisine gére nota ses yiikseklikleri ve nota siire degerleri: ANOVA tablosu
Varyansin S.S Kareler Kareler F p
Kaynagi Toplami Ortalamasi
Regresyon 3 7336575,2 2445525,0
Resudial 262 45113261,8 172188,0 14,203 0,000
Total 265 52449837

ANOVA tablosu olusturulan regresyonun modelinin anlamli oldugunu gdstermektedir
[F/1,278)= 14,203, p=0,000<0,05]. Segilen modelin yordayip yordamadigini belirlemek

amaciyla yapilan ¢oklu regresyon analizi Tablo 10’da verilmistir.

Tablo 10

Sol el partisine gére modelin yordanmasina iliskin ¢oklu regresyon analizi
Model B Std. Hata Beta VIF t p

Sabit 565,332 52,308 10,808 0,000

tan(3y) -16,743 33,183 -0,293 1,060 -4,965 0,000
cos(3x) 87,181 38,492 0,134 1,063 2,265 0,024
sin(3x) 83,032 38,844 0,123 1,003 2,138 0,033
tan(10x) -15,132 6,247 -0,093 1,015 -2,051 0,041

R=0,374 R%*=0,140 F=14,203 p=0,000
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Tablo 10°da modelin yordanmasima iliskin ¢oklu regresyon analizi sonuglari
incelendiginde, tan(3y), cos(3x), sin(3x) ve tan(10x) fonksiyonlar ile model arasinda anlamli
bir iligkinin oldugu anlagilmaktadir. Bu fonksiyonlar olusturulan modelin yaklagik %23’iinii
aciklamaktadir. Standardize edilmis regresyon katsayisina gore yordayici degiskenlerin model
iizerindeki goreli 6nem sirasi; tan(3y) (B=-0,293), cos(3x) (B=0,134), sin(3x) (=0,123) ve
tan(10x) (B=-0,093)’dir. Regresyon katsayisinin anlamliligina iliskin t testi sonuglarina
bakildiginda, tan(3y), cos(3x) ve sin(3x) fonksiyonlarinin model iizerinde etkisinin oldugu
anlasilmaktadir. Bagimsiz faktorler arasinda Varyans Artis Faktorii (VIP) 338 degerleri tan(3y)
(1,060<3), cos(3x) (1,063<3), sin(3x) (1,003<3) ve tan(10x) (1,015<3) olduklar1 i¢in ¢oklu

dogrusal baglanti olmadig1 saptanmastir.

Bu analiz sonucunda sol el partisinin nota ses yiikseklikleri = x ve siire degerleri =y

bagimsiz degiskenlerine karsilik gelen z=f(x,y) bagimli degiskeni
z(X,y) = a; + a, tan(3y) + a3 cos(3x) + a,sin(3x) + as tan(10x)

denklemiyle iliskilendirilmistir. Bu bulgulara gore eserin melodik ¢izgileri tan(3y), cos(3x) ve

sin(3x) egrileri ile temsil edilmistir. Bu verilere gore regresyon modeli

z(x,y) = 565,332 — 164,743 tan(3y) + 87,181 cos(3x) + 83,032 sin(3x)
— 15,132 tan(10x)

denklemi ile elde edilmistir.

Elde edilen regresyon denkleminin 3 boyutlu geometrik modeli, Maple 13 kullanilarak
cizdirilmis ve Grafik 2’deki yiizey olusturulmustur.

Grafik 2

Sol el partisine gore eserin geometrik modeli
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Grafik 2°de eserin nota ses yiikseklikleri ve ses siire degerlerine bagli olarak cizdirilen
geometrik model, sadece trigonometrik egrilerin olusturdugu {i¢ boyutlu yiizeyi meydana
getirmistir. Eserin notasyonu incelendiginde temanin biiyiik oktav la sesiyle basladig1 ve kiiglik
oktav ses smirinda kontrapunktal olarak islendigi, B temasindan itibaren birinci oktav ses
sinirina ulasarak hacmin genisledigi ve daha iist rejisterlerin kullanimiyla genis bir hacme
ulasildig1 goriilmektedir. Bitiste tekrar A temasinin gelmesiyle yeniden biiylik oktav ses sinirina
doniilmiis ve burada sonlanmistir. Bu durum, isitsel ve gorsel boyutta eser ile geometrik

modelinin uyumunu ortaya koymaktadir.

Iki partili kontrapunktal eserin regresyon model denklemi

2(x,y) = 1401,131 + 25,543 sin(2”) + 19648,420 (1/y3) — 164,743 tan(3y) —
25,849 arctan(x) — 28,987 tan(10x) + 87,181 cos(3x) + 83,032 sin(3x)

iken eserin buna gére Maple 13 kullanilarak ¢izdirilen geometrik modeli Grafik 3’ de

verilmistir.

Grafik 3
Iki partili kontrapunktal eserin geometrik modeli

Grafik 3’te eserin nota ses ytikseklikleri ve ses siire degerlerine bagl olarak cizdirilen
geometrik model; cebirsel, iistel, trigonometrik ve ters trigonometrik egrilerin olusturdugu g
boyutlu yiizeyi meydana getirmistir. Eserin notasyonu incelendiginde, temanin sol el partisinin
biiyiik oktav la ile bagladigi, sag el partisinin birinci oktavda ilk temay1 duyurdugu, devaminda
kontrapunktal olarak islenilen temalarin birbirinin yansimasi olarak devam ettigi, giderek
hacmin genisledigi ve B temasindan itibaren tiz rejisterlerin kullanimiyla genis bir sonoriteye

ulagildigr goriilmektedir. Devaminda yeniden A temasi duyurulmakta ve eser baslangi¢
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rejisterinden biraz daha pestleserek sonlanmaktadir. Bu durum kontrapunktal tarzda bestelenen

eserin, igitsel ve gorsel boyutlari ile geometrik modelinin uyumunu ortaya koymaktadir.

4. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu calismada, polifonik miizigin egitime yonelik 6nemli eserlerinden sayilan J.S.
Bach’m BWV 784 la minor iki sesli envansiyonunun matematiksel kodlama yoluyla geometrik
modellemesi olusturulmustur. Segilen eser, ses ylikseklik ve siire degerlerine gore kodlanmis,
kodlamalar SPSS programinda regresyon analizi yapilarak {i¢ boyutlu bir¢ok regresyon modeli
elde edilmistir. Bu regresyon modelleri igerisinde, eserin melodik ve ritmik ¢izgilerini olusturan
3 boyutlu geometrik model denklemlerinin, sag el partisi i¢in sin(2y), (1/y3), arctan(x), tan(10x)
iken, sol el partisi i¢in tan(3y), cos(3x) ve sin(3x) egrileri ile temsil edildigi goriilmiistiir. Bu
geometrik model, cebirsel, {listel, trigonometrik ve ters trigonometrik fonksiyonlarin bir

kombinasyonu olarak ortaya ¢ikmuistir.

Yazarlarin daha dnce yaptig1 baska bir calismada, A.A. Saygun’un “Inci” adl1 piyano
eserinin geometrik modellemesi yapilmis, regresyon modelleri igerisinde iki katmanli olmak
iizere sag ve sol el partileri icin, eserin melodik ¢izgilerini olusturan {i¢ boyutlu geometrik
modelin denklemleri sadece trigonometrik fonksiyona bagli ¢ikmistir. Buna bagli olarak her
eserin melodi, ritim ve formuna Ozgii bigimde farkli fonksiyonlar ve modellemeler

olusturulabilecegi goriilmektedir.

Giilsoy vd. (2013)’de Beethoven’in “Vierte Symphony, Op. 60” eserinin yiizey
denklemi Minkowski uzayinda bir hiperyiizey olarak ortaya ¢ikarken, kiigiik dl¢ekli “Fiir Elise”
adl eseri ise bir manifold olarak bulmustur. Bulunan hiperylizey denklemi ve manifold ile bu
caligsmada elde edilen li¢ boyutlu ylizey arasinda 6nemli farkliliklar bulunmaktadir. Hiperyiizey
ve manifoltlarin  denklemi logaritmik, iistel ve ters trigometrik fonksiyonlarin
kombinasyonundan olusurken, bu ¢alismada incelenen eserin denklemi cebirsel, iistel,
trigonometrik ve ters trigonometrik kombinasyondan olugmaktadir. Bu ¢alismadaki 6nemli
farklardan biri, se¢ilen eserde ses yiikseklik degerlerinin negatif degerleri icermesi nedeniyle
logaritmik fonksiyon tanimli olmamasidir. Ayrica eserin kontrapunktal yapisindan otiirii elde

edilen geometrik modelin diger eserlere gore daha farkli bir yapi sergiledigi goriilmektedir.

Miizik eserlerinin farkli yontemler araciligiyla daha da gelistirilerek ¢oziimlenmesinin,
matematiksel kodlama yoluyla analizinin ve modellemesinin yapilmasinin, her iki disiplin

acisindan alana katki saglayacagi disiiniilmektedir. Bu tiir ¢alismalar yoluyla elde edilen
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geometrik modellemelerin, matematik bilimi agisindan 3 boyutlu yiizeylerin egrilikleri ve
Frenet catis1 agisindan incelenmesi 6nemli goriilmektedir. Miizik tarihinin farkli donem ve stil
ozelliklerinde eser yazan bestecilerinin eserleri geometrik modelleme yoluyla analiz edilebilir.
Bestecilerin besteleme anlayislarindaki yaklagimlar bu yolla da incelenebilir. Ayni1 zamanda bu
alanda uygulanabilecek farkli yontem ve teknikler ile analiz ve geometrik modelleme

yontemleri gelistirilebilir.
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EXTENDED ABSTRACT

Music, from its most basic to the most complex element, contains various mathematical
structures, meaning that music and mathematics are two interdependent disciplines in many
respects. Music consists of the selection and processing according to a certain aesthetic
understanding of the expression of emotions, thoughts and designs through sounds.
Mathematics, on the other hand, in parallel with the research of the competence and accuracy
of intellectual knowledge, aesthetically, also investigates the accuracy of sensory knowledge,
that is, beauty. It is thought that the first academic studies on these two disciplines started in the

6th century BC with the Greek philosopher and mathematician Pythagoras. The systematic
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structure of the relations between the voices of Pythagoras and the discovery of various
numerical ratios between the frequencies of sounds is the basis of music theory. Until today,
many philosophers, maths and music people have researched the relationship between these
two disciplines and tried to understand the mathematical structure of music. Generally,
mathematical explanations can be offered for certain musical concepts such as diatonic and
chromatic series, intervals, rhythm, measure, form, melody, chords, series, octave equivalence,

overtones, timbre, acoustic, equal-spaced sound system and alternative methods of tuning.

German composer Johann Sebastian Bach is one of the greatest composers of classical
music in the Baroque period and a mathematical genius. Bach's Two- and Three-Part Inventions
are mostly educational in purpose. The phenomenon of "Invention™ is hidden in the structural
features of each composer's work. These Inventions consist of 30 different parts with the title
“Aufrichtige Anleitung”. The pieces are composed for the development of technical skills. 15
of these pieces are two-part and 15 are three-part. The tonality pattern is the same in two- and
three-part Inventions. When the works are examined, it is seen that each one has a very different
structure. The composition of motifs, intermediate music and tonal relations is different in each
piece. Inventions are not limited to the technique of playing, but it is as if it is hidden in the

structural properties of each part.

Mathematical coding and analysis of musical works, analysis of the works by means of
computer-aided software are useful for producing different approaches and providing
opportunities for working between the disciplines. In this sense, it is seen as an innovative
approach to make abstract sounds concrete by transferring them to a geometric environment. In
this way it is possible to perform structural analyses by taking into account the pitch and
duration values of the sounds that make up the works in different combinations. The current
study aims to create a geometric modeling of J.S. Bach’s musical exercise two-part Invention
in A Minor, BWV 784.

The sound heights and time values of the selected artwork were mathematically coded
and then a regression analysis was performed to find the most fitting model. As a result of this
analysis, the geometry modeling of the regression equation was created. This equation consisted
of a combination of algebraic, trigonometric, inverse trigonometric and exponential functions.
The 3D geometric model of the obtained regression equation was drawn by using Maple 13, a
trusted mathematical calculation, programming and modeling software for general purpose

mathematical problem-solving.

344



R. Erol Demirbatir ve ark. / Uludag Universitesi Egitim Fakiiltesi Dergisi, 2020, 33(2), 326-345

Examination of the notation of the work revealed that the theme starts with the left-hand
part with the large octave, the right-hand party announces the first theme with the first octave.
The continuation of the themes is processed contrapuntally as a reflection of each other. The
volume increases and the full sonority is reached from theme B. Following this, theme A is
reintroduced, and the work concludes at a lower pitch than the start register. In this way, the
harmony of the geometrical model of the polyphonic work is revealed with its audio and visual

dimensions.
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